البرهان على مفارقة باناخ-تارسكي 
خالك التبور 
مقدمة*- 
سنة 1924 نشر ألفريد تاركسي و ستيفن باناخ ورقة' لبرهنة أنه يمكن إنتاج كرتين 
متطابقتين من تقسيم كرة إلى عدد منتهٍ من الأجزاء ثم إعادة ترتيبها. 


35 البرهان على : لمة الإختيار التي تنص على أنه لأي مجموعة 0 تحتوي على 


أي أنه إذا كان 5 مجموعة في ©) يمكن أن توجد دالة 1 معرفة على 0 بحيث (1)5 
عنصر في 5. 
لأي مجموعتين 2,8 وعلاقة ثنائية 8 “« ./ ح م 


.(10 ,*«)ط زم ءع «9)(ز8 حلم : 31) ج زلا “«)طرظء /إد) زم ء »«) 
البرهان:- 
١-تجزيء‏ الزمر الحرة:- 


تعريف. ١‏ :يقال لأي زمرة أنها زمرة حرة إذا كانت أي كلمتين في الزمرة مختلفة إلا إذا 
كان تساويها نتيجة لمسلمات الزمرة . 
لتكن الزمرة ج72 ومولداتها 3,0 فإن الزمرة 782 مكونة من كل العبارات المركبة الممكنة 
من 1-”3,2,35-1,0 والعنصر المحايد ©. 
لتكن (5)2 هي كل العبارات في ,7 التي تبدأ بج وبالمثل (5)0(,5)35-1(,5)0/5-1. 
ولتكن كل العبارات مبسطة أي أن العبارة (1()0-”3()3) هي نفسها 0. 
واضح أنه يمكن تقسيم الزمرة إلى خمسة أجزاء : 

(+-6)ك نا (41 5)6 نا (5)6 نا (5)0 نا (16 ح رثآ 
لتكن (/)5 هي كل الكلمات الناتجة من وضع ا بداية كل الكلمات التي تبدأ بلا 


ع4 الى ,كادت :13 زمه/عغ5 رطعهمة8  )١175(‏ 311165م دع 5أطلهم ع0 5عاطماعذمع 5ع0 مم1 1أ05م جممم6 06 ١2‏ اناد 
5 ألاع لماع الأعع مروع) 


وبحسب هذا يمكن كتابة و1 بطريقتين: 

1+9 0) كه نا (5)0 ح ر]] 
وأيضا 

+ 6) كط نا (5)6 ح رث"]آ 


هذا واضح لأن الكلمات في(5)37-1 هي كل الكلمات الممكنة التي لاتبدأ بج ووضع في 
أولها 2-1 فبعد وضع 2 في أولها فإنه بحسب مسلمات الزمرة يتم تبسيطها فالناتج يكون 
كل الكلمات التي تبدأ ب1,075-1-/6,3 فمثلا الكلمة (37-1()0()3()0) هي كلمة في 
(5)3-1 ولكن (1-”325)3 وهي(3()35-1()0()3()0) هي نفسها 30 فتنتمي إلى 
(5)0 وهكذا على الباقي. 

فقمنا بتقسيم الزمرة و7 إلى خمسة أجزاء قم قمنا بإعادة ترتيبها بالعملية (/ا)5 لإنتاج 
زمرتين متساويتين وبنفس الطريقة سنقسم الكرة. 


١"-زمرة‏ الدوران:- 

لنقسم الكرة نحتاج لإيجاد طريقة لتعيين كل نقطة على سطح الكرة. 

سنقوم بتدوير النة لة (0, 0) 5 1 بعدة خطوات وكل خطوة 5 ف نقطة خأو 5 على 
سطح كرة الوحدة . 

سنعرف زمرة الدوران 3) ومولداتها هي ./ و8 بحيث 2 هي دوران حول المحور “« 
بزاوية 6 و8 حول محور 2 بحيث: 


1 
-16- -ح 8 
5 05) 


إذن يمكن أن تكون العبارات في الزمرة ‏ عبارة عن مضروب مصفوفات الدوران التالية: 
0 0 3 

0 1 2 

0 20/2 1 





3 0 0 
4-0 1 2 


بمعنى آخر فإن الكلمة /28 هي تدوير لنقطة حول محور )ا بزاوية 6 ثم على محور 2 

لنفس الزاوية ثم على محور < بنفس الزاوية مرة أخرى. 

مقدمة.١:لأي‏ كلمة م في ©) بطول « فإن: 
12 








بحيث اعداد صحيحه. 
991 مسد يطول ترك عند التعامين أن الفور ان فين لعلف امكلة الكلملة قرفا قرطو ]1 
نفسها بلا أي دوران. 


لنفرض أن القضية صحيحة عند () إذن 


ل 


فهناك 5 إحتمالات لكلمة بطول 1+ 











301/2 1 0 
ع4 - م 211 1 م4 
2 + 25) 0 
2301/2 0 
_- 1ت 
ع4 + م 1 1 2 4 
2 + 25-) 0 


762 - ع )| | 
0 + 40 1 


30/2 
2 - م )| | : 








30/2 


فلآن 0,2,6 أعداد صحيحة فثبت المطلوب. 








مقدمة. ١‏ : 1 في مقدمة.١‏ لايقبل القسمة على ١‏ أبدا. 

سنثبتها أيضا بالإستقراء.لنفغرض أو أت 0 © وبا رآ هي الكلمة م والأعداد © ,0 ,6 
عند طول (/. 

سنحتاج لإثبات المقدمة لثلاثئة قضايا. 

القضية 2 :,,م لايقبل القسمة على ” وأحد العددين ,بن ,4 لا يقبلان القسمة على ” لو 
كان ,رع فالحرف الأخير إما 41 أو 4 ولو كان ,ره لايقبل القسمة على ثلاثة فالأخير إما 
2-1 أو ر .لنسمي هذه القضية بالقضية عز. 

القضية الأولى:لنفرض أن 8 لايقبل القسمة على ” لكن م6 ,م0 يقبلان إذن بحسب 
الإحتمالات الأربعة أعلاه فالقضية + صحيحة عند 7-1/. 

القضية الثانية: لو كان ,م لايقبل القسمة على ” وأحد العددين ,ع ,رك لايقبل القسمة على 
" لكن 60 ,0ك يقبلان القسمة على " و 41 لايقبل. 

لنفرض أنه ,ع هذا يعني أن آخر حرف إما 4-1 أو /: 

١:لو‏ كان / إذن حسب الإحتمالين الأخيرين في مقدمة.١!‏ ,5 ورين لايقبل القسمة على ” 
لكن ,ع يقبل.أما الإحتمال الثاني مرفوض.وعلى الإحتمال الأول: 


0002 
82 -78- 22 - 
72 - ولب4) 
إذن 52 وك لايقبلان القسمة على " لكن م0 يقبل. 
؟: لو كان 4-14 فنثبتها بنفس الطريقة »إذن 52 ويك لايقبلان القسمة على ؟ لكن 02 


0 
1 
0 


و44 








وبنفس الطريقة إذا فرضنا أن ,4 هو الذي لايقبل القسمة على ” فنثبت أن 52 و02 
لايقبلان القسمة على ثلاثة و رح يقبل إذن القضية د صحيحة عن 2-(/. 

القضية الثالثة:لنفرض أن القضية ‏ صحيحة عند 1-// وعند / ولنفرض أن ,ع هو الذي 
لايقبل القسمة على ” هذا يعني أن آخر حرف إما 4-1 أو /: 

:١‏ لو كان / إذن حسب الإحتمالين الأخيرين في مقدمة.١‏ ,,ط و,رن لايقبل القسمة على ”؟ 
لكن ,ع يقبل.أما الإحتمال الثاني مرفوض.وعلى الإحتمال الأول: 


90112 


1 [0 
86-1 - يرط 7- 27141 - [111-برم4ك 
711112 3 دسرط4) 0 





1 1ر8 ججح - [111_يرمكل 
2 ين + يرط 2) 
ولأن القضية 2 صحيحة عند 1-/ ,_رع4 - ,_ررط لايقبل القسمة على ” هذا يعني أن 
؟: لو كان 7 فنثبتها بنفس الطريقة “إذن 1ر8 و1س+يرر) لايقبلان القسمة على ” لكن 
1ه يقبل. 
وبنفس الطريقة إذا فرضنا أن ,ره هو الذي لايقبل القسمة على ” فنثبت أن 1 ,رط 
و برك لايقبلان القسمة على ثلاثة و ببح يقبل إذن القضية 2د صحيحة عند 7+1/. 
إذن حسب القضية الأولى والقضية الثانية »القضية #ر صحيحة عند 2-/ و1-(, فالقضية 
لما ثبت ذلك ثبت أن 5 لايقبل القسمة عند أي كلمة في الزمرة ©. 
مبرهنة.١‏ الزمرة © زمرة حرة. 
ولايمكن أن ترجع لنفس النقطة. 


لنفرض أنها رجعت هذا يعني أنه توجد كلمة م مبسطة طولها أكبر من ٠‏ بحيث: 


1 


اليو" 
لكن ثبت في مقدمه.١‏ أن: 1 م 1ح - 5 


إذن: 


8 0 
3 0 


أي أن 7 يقبل القسمة على ” »لكن ثبت في مقدمة.” أن 5 لايقبل القسمة على " أبدا هذا 
خلف.فتبت أن © زمرة حرة. 

"-تجزىء الكرة:- 

لتكن ‏ ]| مجموعة كل نقاط الكرة على سطح كرة الوحدة وداخلها ولتكن ' ] نفس المجموعة 
| بإستثناء مركز الكرة. 

تعريف ١‏ نقول أن النقطتين ج و « في نفس المدار اذا وجدت كلمة م في ©) بحيث 
2-(0/3 . 

أي أنه إذا أمكن تدوير النقطة ج بعدد من الخطوات ثم وصلت إلى النقطة ‏ فنقول أن النقطتين 
في نفس المدار. 

واضح أنه توجد عدة مدارات في ' | بل لأن سطح الكرة متصل أي أن مجموعة النقاط على 
سطح الكرة غير قابلة للعد ومجموعة النقاط في المدار الواحد قابلة للعد فإنه لانهاية 
للمدارات.لهذا فإن مسلمة الإختيار أساسية في هذه المسألة فبحسب مسلمة الإختيار يمكن 
إختيار نقطة واحدة من كل مدار ولنسمي مجموعة هذه النقاط |/ا! . 


الآن لأننا نريد تعيين كل نقطة على الكرة بكلمة ة واحدة فقط من 5) يجب علينا إستثناء النقاط 
الواقعة على محاور الدوران. 


لأي كلمة »ا في ) توجد نقطتين لإ,ا بحيث «ا-(<«)»ا و /ا-(/إ)>ا مثلا لنفرض نقطة 0] في 
1 1 
0 


0 
و مم توصل لنفس النقطة لأن النقطة (1,0,0) على محور دوران الكلمة //.مثال آخر 


لمحور كلمة دوران »نريد إيجاد نقطة على محور دوران كلمة من أكثر من حرف مثل 18/ 


1 ع 01 -25/2ك . 1 0 0 3 1 
1 1 
7 - رأ + 1 1*2 202- 1 10 - ابرأظك 
27 2] |3 0 0 1 002/2 
ينتج. 
عد + 217/2- 
1 : 
- 1 620/2 2112 
9 9 9 
ع8 37 21/2 
9 9 9 





2 


إذن: 


272/2 


و وقة 


لكن لأن النقطة(,/[,) على سطح الكرة أي أن 1 - 22 ل و + 22 
010 0/10 


5 

نجد أنه توجد نقطتين تحققان المطلوب: | كلا | و 
5 
0/10 


محور دوران الكلمة 48 فبتالي ستبقى ثابتة تحت هذا التدوير.نسمي هذه النقاط الواقعة على 
محاور الدوران بالنقاط الثابتة»ولأن معادلة الكرة تعطي حلين فلكل كلمة في © له نقطتين 
ثابتتين على محور دورانه لنسمي مجموعة النقاط الثابتة (/.ولأن الزمرة © قابلة للعد و كل 
كلمة لها نقطتين فالمجموعة (/ قابلة للعد.لنستثني مجموعة النقاط(/ من ' ) ونرمز لنتيجة 
ب ا" 1. 


أي أن هذين النقطتين على 


»وأ 5ه + 
15» أذ 


/ ب4-1 فقط مكررة بأي عدد من المرات 


متلا 1 ل م خم 1ل 1 ل 11 4 ... 
إذن يمكن تقسيم المجموعة2)١'‏ / إلى 4 أجزاء مثل تقسيم الزمرة ر بداية القسم الأول: 
لآ ذا آل[ ذا 5)4(181 ح رم 
4-1١1‏ )5 ع رم 
(8)؟ ح يم 
4- 8)؟ ح رم 
واضح أن: 
ولو لابوظ ل8111 ك1 1 

لكن: 

ب نا وط نا وه ع رطم 
أي أن بتدوير المجموعة رم ب// ستحصل على المجموعات ,2 ,و8 ,رط . 


إذن: 

رطك4 نا رط ع 7[ ار[ 
أيضا: 

2 نا وظ نا ب ح إنزوز 
فنجد: 


رقنا يط كد ارا 
إذن بتقسيم المجموعة ١1(‏ | (والتي هي الكرة من غير النقاط الثابتة والمركز) إلى أربع 
أجزاء ثم فصل أول جزئين في مجموعة والجزئين الآخرين بمجموعة أخرى ثم تدوير 
جزء من كل مجموعة ينتج لنا مجموعتين كل واحدة هي نفس ١1(‏ ا. 
قمنا بإنشاء المجموعة ا من أجل تفادي تكرار المجموعة /1 أكثر من مرة لأنه لو فرضنا 
أن كا غير موجودة فالمجموعة ,2 ستحتوي على /1 والمجموعة رم ستحتوي على |/| 
لأن المجموعة 471/1 ستكون في ر2. 


: -النقاط الثابتة والمركز:- 
تعريف ,":نقول أن أي مجموعتين لا و لا متساويتين بالتحليل اذا أمكن تجزيء )ا إلى 
عدد منته من الأجزاء ثم تجميعه بتحريك أو تدوير الأجزاء إلى لا. 
مثلا أي خط إذا تم تفسيمه إلى جزئين ثم تدوير أحد الجزئين ليكون عمودي على الجزء 
المكسور لإ.وأيضا كما ثبت في القسم السابق المجموعة 1/٠١7‏ متساوية بالتحليل مع 
مجموعتين كل واحدة تساوي رآ 
مبرهنة. "١1( : ١‏ | متساوية بالتحليل مع 'ا. 
لأن المجموعة (] قابلة للعد وكل نقطة فيه تصل بخط مار بالمركز بنقطة أخرى في (] هذه 
الخطوط هي محاور الدوران فيمكن إيجاد نقطة 7] في ' | ليست في (] بحيث الخط المار 
ب ومركز الكرة لايصل أي نقطة في (] وإلا كانت 7 في (] وليكن هذا الخط/, محور 
دوران.ولأن المجموعة (] معدودة فيمكن إيجاد زاوية دوران 6 بحيث دوران المجموعة 
0 حول/ بزاوية 6 لا يصل لأي نقطة أخرى في (].بمعنى آخر يوجد دوران »| لنقاط في 
المجموعة (] حول المحور / بزاوية 6 بحيث (771/ عد 7/77 لأي عددين صحيحين 
مختلفين 7 و7 (تفصيل أكثر في ملحق.ب).لتكن مجموعة'// بحيث: 
... نا (2) 4ع نا (2) 3ع نا (5)0ع نا (7) 1 نا م ع بر 
إذن: 
... نا (2) 5ع نا (12) + نا (2) ةع ن () 2ع دا (0) 1ع ع (ز)ءع)/ 

واضح أن: 1 ح 2# لا )1/١77(‏ لكن 1 لا )1/١7(‏ متساوي بالتحليل مع: 

(لل) ع رطاط) ذا رتل الل) ع (ظل)ء! دا رتل ائل) 
وهو المطلوب. 
إذن لما ثبت أن "1 متساوية بالتحليل مع نسختين منها وأن المجموعة 7 1,/'١١‏ متساوية 
بالتحليل مع //1 فثبت أن الكرة بدون المركز متساوية بالتحليل مع كرتين بلا مركز وبنفس 
القطر.الآن نريد أن نتعامل مع المركز. 
مقدمة ٠‏ أي دائرة متساوية بالتحليل مع نفس الدائرة بإستثشاء نقطة منها. 
لنفرض دائرة الوحدة.ولنفرض أن النقطة المستثناة هي (1,0) ولتكن / مجموعة النقاط 
الناتجة عن تدوير النقطة (1,0) بزاوية ١‏ راديان ‏ من المرات.لتكن 5 مجموعة النقاط 
على دائرة الوحدة ولتكن المجموعة 8 هي النقاط التي في [(511)1.0 وليست في 6. 


لأن 7 عدد غير نسبي لايمكن تدوير (1,0) ب1 راديان ‏ من المرات وتعود لنفس النقطة 
وإلا: 0 ح ع جب ع2 - (72)1.إذن بتدوير المجموعة / بزاوية ١-‏ راديان لنسمي 
المجموعة الناتجة'4, تصبح النقطة ((005)1(,5/7)1) في (1,0) وهي النقطة المستثناة 
ولأن عدد النقاط الباقية في / لانهاية لها وهي معدودة وبين نقطة وأخرى ١‏ راديان 
ستكون كل النقاط في / أيضا في ' /.إذن: 

8 الم - وه 8 نا قم - )1,0[,5١)1,0(‏ نا لم ح- // 
إذن 5 و 5١11,0(‏ متساويتين بالتحليل وهو المطلوب. 
مبرهة ,!١كرة‏ بدون مركز متساوية بالتحليل مع كرة مع مركز. 
إفرض أن المركز جزء من دائرة داخل الكرة إذن بحسب مقدمة" تلك الدائرة متساوية 
بالتحليل مع دائرة كاملة.إذن 1 متساوية بالتحليل مع ,ل. 
بعدما أنهينا كل المقدمات اللازمة نأتي الآن لهدف هذا المقال. 
مبرهنة. ؛ (مبرهنة باناخ-تارسكي):أي كرة متساوية بالتحليل مع نسختين من نفسها. 
ثبت في القسم الثالث أن 0 رآ وهي الكرة بدون النقاط الثابتة والمركز متساوية بالتحليل 
مع كرتين تساويها من غير النقاط الثابتة والمركز.ثم ثبت في الميرهنه,” أن أي كرة بدون 
النقاط الثابتة والمركز متساوية بالتحليل مع كرة مع النقاط الثابتة وبدون مركز.ثم ثبت في 
ال مبرهنة." أن أي كرة بدون مركز متساوية بالتحليل مع كرة كاملة تساويها.فثبت أن أي 
كرة متساوية بالتحليل مع نسختين من نفسها. 
تم البرهان. 
يمكن تعميم المبرهنة لأي أشكال أخرى في 123 ومن جهة أخرى أثبت باناخ وتارسكي أن 
مثل هذه المبرهنة محال في البعد الثاني والأول أي في 182 و 11. 


مراجع: 
ام-1 0ثللخى8 عل[ .ل501لخا808 لامتاغعث/ام [1] 


2 35 ا -طع3قم83 عط[ .م1مع35كا داعل0مك [2] 


5 05 5051100 لاوعع0 عطا م0 .لممكطاطه8./ا اعجطم 53 [3] 


ا ظنع[لا] ا>اكظم ]| -6011للخى8 غ11 .13-532ع613 مكمم ]ام [4] 


لإأأداع/اأطلنا عع2051108 03 ,3300م |1315 -طعقم83 علطا .ضممعقل/لا مجغخ5 [5] 
ططق رووع)م 


-:١.قحلم‎ 


لنفرض أن ,_برع4 - ,_برط لايقبل القسمة على ” هذا ولتكن 7,72 باقي قسمة ,_رن و 
1ر8 على 1 وهى أعداد موجبة صحيحة و(/,/ أعداد صحيحة بحيث: 








12 1 61-1 عورط .و4 جح يرط 
عم ورم مدا روه ا سد 


3 3 3 
إذن: 
د وميه - ل +ع - نظ مه - لظ +ع - (2 +م) تج 
ولآن 1_برع4 - 1_برط لايقبل القسمة على " إذن: 
1-2 
ل ل ل ا ل 


وعليه: 








01-1 8-1 8-1 + وسيرط7 
ا لل 


21 1 
حو + 272 87111 +2 2711 +71 - 

12 712 
1 ل ا 2 ع7 ح- 


7 
- 7/6 + 21+ 1+ 8:1 + 2: +2 


إذن (,_بع8 + ,_برط7)- لايقبل القسمة على ". 


وبنفس الطريقة ل)_بع7 - ح_يرط4. 


ملحق.ب:- 

لتكن دائرة الوحدة 5 مسثناة منها مجموعة نقاط 8 قابلة للعد منتهية أو غير منتهية. 
ولتكن المجموعة 4 هي مجموعة المسافة( الزوايا ©)بين أي نقطتين في 8 .لتكن' 4 هي 
مجموعة بحيث لكل الأعداد الصحيحة ع/,(/ ماعدا 0-/ كل عنصر في'/ يساوي 
21+08 : 1 0000 ا . 
حل و هي أي عنصر في 4.الآن لأي نقطة في 8 إذا أدرتها بأي زاوية )0 
ووصلت لنقطة أخرى في 8 فالزاوية 0 هي في'/. 

ولأن المجموعة' / معدودة ويمكن إختيار أي زاوية لتدوير المجموعة 8 من مجموعة 
الأعداد الحقيقية المتصلة»يمكن إيجاد زاوية ليست في'/ فبتالي يمكن إيجاد زاوية 8 بحيث 
أي تدوير للمجموعة 8 بزاوية 8 7 من المرات لن تصل لأي نقطة في 8. 


